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Abstract
Snow is one of challenging phenomena in the field of
visual expression. One of the reasons is snow has var-
ious physical properties like fluid or rigid body. Some
researchers adopt Material Point Method (MPM) to sim-
ulate snow and to express various physical properties.
MPM is a hybrid method of grid based simulation and
particle based simulation. User can control elasto-plastic
body by using MPM. In case of snow animation scene un-
der wind, it is better to consider wind effects. Existing sim-
ulation methods which use MPM do not consider wind ef-
fects. We adopt Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH)
to simulate wind effects and apply wind simulation results
to external force of MPM snow simulation. We compare
MPM+SPH simulation with MPM simulation. From the
simulation results, we conclude that it is better to simulate
wind effects.
Keywords― CG animation; snow simulation; Material
Point Method (MPM); Smoothed Particle Hydrodynamics
(SPH);
1 はじめに
雪は自然現象の一つであり，降雪の際は湿度や気温な
どによって，粉雪や水雪などの異なる状態をとる．積雪
後も，新雪の柔らかい状態や，雪玉の様に固まった状態
など，異なる状態をとることで知られている．
CG映像作品に雪のアニメーションが登場することも
しばしばあり，過去にはアニメーターによる手付けの
キーフレームアニメーションなど，フェイクで表現され
ることもあった．近年，雪のアニメーションを物理シミュ
レーションでプロシージャルに生成する手法が提案され
ている．しかし，前述の通り雪は，異なる状態を取るた
め，その時々で支配的な物理的特性も異なる．例えば粉
雪では，流体としての物理的特性が支配的になるが，固
めた雪玉では，剛体としての物理的特性が支配的になる．
物理シミュレーションにおいて，物理的特性が異なると
いうことは，支配方程式が異なることを意味するため，
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一つの手法で，異なる状態の雪のアニメーションを生成
するのは困難であった．
そこで，雪を粒子群で構成される，弾塑性体としてモ
デル化し，物理シミュレーション手法として，Material
Point Method (MPM)[1]を用いた研究 [2]が提案された．
このMPMによる雪のアニメーション生成手法を用いる
ことで，いくつかのパラメータを設定するだけで，異な
る状態の雪のアニメーションが生成できる．
しかし，MPMによる雪のアニメーション生成手法で
は，風の影響は考慮されておらず，風が吹いているシー
ンでは，風の影響が無視されるか，外力として一様な力
をシーン中の雪に加えることでしか表現できない．その
ため，風の一部を遮る障害物があるシーンなどでは，不
自然なアニメーションが生成されてしまう．
本研究では，空気などの圧縮性流体のシミュレーショ
ン手法である，Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH)
による風の物理シミュレーションを行い，その結果から
得られる風粒子の速度を用いて，雪に対する風の影響を
外力として計算する．得られた外力をMPMで用いる格
子点に適用することで，風の影響下にある雪のアニメー
ションを生成する．本稿の構成は次のようにした．第 2
章で関連研究について述べる．第 3章では提案手法であ
るMPMと SPHを用いた物理シミュレーションの概要
と詳細を述べる．第 4章では実験の概要と結果，考察に
ついて述べる．最後に第 5章でまとめを述べる．
2 関連研究
連続体の物理シミュレーション手法は，格子法と粒子
法の 2つに大別される．格子法は，空間を格子状に分割
し，格子点を計算点として，シミュレーションする手法
である．粒子法は，シミュレーション対象の連続体を，
粒子の集合として離散化し，その粒子を計算点として，
シミュレーションする手法である．粒子法の 1つである
SPH[3]は，もともと宇宙物理学の問題を解くためのも
のであったが，応用が利くため，連続体シミュレーショ
ンにも応用されるようになった．SPHの粒子は，密度，
速度，圧力などの物理量を持ち，粒子の影響範囲内にあ
る他の粒子に影響を与える．格子法と粒子法，両方のア
プローチを用いる手法の 1つに，MPMがある．MPM
では，格子で区切られた空間に，粒子 (Material Point)で
表現された連続体を配置する．粒子の物理量を毎シミュ
レーションステップ，格子点に分配し，格子点でシミュ
レーションを行う．格子でのシミュレーションから得ら
れた物理量を，粒子に戻して，粒子の物理量を更新する．
雪のアニメーション生成に関する研究は様々なものが
ある．Gotoらは，予め，雪の結晶構造ごとの動きを数
パターン用意し，無風条件の下，降雪シミュレーション
を行っている [4]．Kimらは，扱う雪をスケールごとに
分け，剛体や粉体として別々に扱い，衝突，分割などの
処理を行い，それらをレイヤーとして重ねて，雪崩のア
ニメーションを生成している [5]．Klohnらは，降り積
もった雪に足跡がどのように生成されるかをデザイナー
視点から考え，物理的な正しさは保証していないが，プ
ロシージャルにデザイナーが要求するアニメーションを
生成できるようにした [6]．Stomakhinらの手法 [2]では，
MPMを用いて雪のアニメーションを生成しており，パ
ラメータ設定のみで，様々な物理的特性を扱える．
また，Pirkらは，木が成長するアニメーションの手法
[7]において，風が木に与える影響をSPHを用いてシミュ
レーションしている．Pirkらはシーン全域に一様な風を
与えただけでは，木の近くに障害物があるようなシーン
で，不自然なアニメーションになるのに対し，SPHを
用いて，風の物理シミュレーションを行うと，障害物で
隠れた部分には風の影響が無くなり，よりリアルなアニ
メーションになると述べている．
3 提案手法
本研究では，MPMによる雪の物理シミュレーション
の中で，SPHによる風の物理シミュレーションを行い，
風の影響下にある雪のアニメーションを生成する．
3.1 概要
物理シミュレーションの概要は次に示す通りである．
また，フローチャートを図 1に示す．
1. 粒子から格子点に質量，速度を分配する．
添字が i = (i; j; k)の格子点の第 nステップ目での
質量mni は
mni =
X
p
mpw
n
ip; (1)
で与えられる．ここで，mp は粒子 pの質量，wnip
は粒子と格子点との物理量の分配に用いる重みであ
る．この重みについては，3.3で述べる．また，粒
子と格子点との間で基本的に物理量は保存されるた
め，mpとmni の総和は一致する．格子点の速度 vni
は
vni =
X
p
vnpmpw
n
ip=m
n
i ; (2)
で与えられる．ここで，vnp は粒子の速度である．
また，式 (2) は両辺に mni を掛けると，vnimni =P
p v
n
pmpw
n
ip と変形される．これは粒子と格子点
との間で運動量が保存されることを意味している．
2. 粒子の密度，体積を計算する．(初回のみ)
                    と
                    と
シーン初期化
初回？
xn+1
p
= xn
p
+∆tvn+1
p
計算終了？
vn+1
p
の計算
粒子衝突判定
格子点衝突判定
の計算
F n+1
p
= (I +∆t∇vn+1
p
)F n
p
SPH による風のシミュレーション
fn
i の計算
の更新fni
V 0
p
ρ0
p
の計算
mn
i
vn
i の計算
vn
∗
i
エンド
スタート
Yes
No
Yes
No
図 1: 提案手法のフローチャート．
粒子の密度 0p は
0p =
X
i
m0iw
0
ip=h
3; (3)
で与えられる．ここで，hは格子の間隔である．粒
子の体積の初期値 V 0p は
V 0p = mp=
0
p; (4)
で与えられる．一般に水や雪は非圧縮性流体と
して近似できる．よって密度は時間変化しない
(D=Dt = 0)と考え，この処理は初回のみ行う．
3. 粒子から格子点に力を分配し，外力も作用させる．
粒子から格子点に分配される力 f int;ni は
f int;ni =  
X
p
V np prwnip; (5)
で与えられる．ここで V np は第 nステップ目での粒
子の体積，pは粒子の応力テンソル，rwnipはwnip
の方向微分である．pの求め方については，3.4で
述べる．重力定数を gとすると，外力 f ext;ni は
f ext;ni = m
n
i g; (6)
で与えられ，格子点の力 fni は
fni = f
int;n
i + f
ext;n
i ; (7)
と計算される．
4. SPHによる風の物理シミュレーションを行う．
SPHによる風の物理シミュレーションを行い，風粒
子の速度 vnw を計算する．風の物理シミュレーショ
ンについては，3.7で述べる．
5. 風による外力を計算し，格子点に作用させる．
風による外力 fnw は，
fnw =
1
2
windv
2
rSCD; (8)
で与えられる．ここで S は格子点を球体と考えた
ときの代表面積，CD は抗力係数である．fnw を格
子点の力に加えると，更新後の力 fni は
fn

i = f
n
i + f
n
w; (9)
となる．
6. 格子点の速度を更新する．
得られた格子点の力を用いて，格子点の速度を更新
する．更新後の速度 vni は
vn

i = v
n
i +tf
n
i =mi; (10)
で与えられる．ここでtは物理シミュレーション
の時間幅である．
7. 格子点の衝突判定を行う．
格子点と，壁など，粒子以外のオブジェクト (以下，
オブジェクト)との衝突判定を行い，格子点の速度
vn

i を更新する．衝突判定については，3.5で述べる．
8. 粒子の変形勾配テンソルを更新する．
第n+1ステップ目の粒子の変形勾配テンソルF n+1p
は
F n+1p = (I +trvn+1p )F np ; (11)
で与えられる．ここでrvn+1p は次の式で定義され
る速度の方向微分である．
rvn+1p =
X
i
vn

i (rwnip)T : (12)
式 (11)の詳細は 3.6で述べる．
9. 粒子の速度を更新する．
第 n+ 1ステップ目の粒子の速度 vn+1p は
vn+1p = (1  )vn+1PICp + vn+1FLIPp ; (13)
で与えられる．ここで  = 0:95は混合比，vn+1PICp，
vn+1FLIPp はともに格子点の速度をもとに計算された
第 n+1ステップ目での粒子の速度であるが，計算
の手法が異なる．vn+1PICp，vn+1FLIPp はそれぞれ，
vn+1PICp =
X
i
vn

i w
n
ip (14)
vn+1FLIPp = v
n
p +
X
i
(vn

i   vni )wnip (15)
である．PIC(Particle-In-Cell)，FLIP(FLuid-Implicit-
Particle)はともに，粒子と格子を両方用いる物理シ
ミュレーション手法であるが，格子点の物理量を粒
子に戻す際の手法が異なる．PICでは，格子内の粒
子に平均化された物理量が渡るのに対し，FLIPで
は粒子がもともと持つ物理量に格子点での物理量の
増分を加えている．
10. 粒子の衝突判定を行う．
粒子とオブジェクトとの衝突判定を行い，粒子の速
度 vn+1p を更新する．衝突判定については，3.5で
述べる．
11. 粒子の位置を更新する．
第 n+ 1ステップ目の粒子の位置 xn+1p は
xn+1p = x
n
p +tv
n+1
p ; (16)
で与えられる．
3.2 雪モデル
雪のモデル化について述べる．提案手法では，雪の塊
を粒子群として扱い，その粒子がそれぞれ，位置や速度
などの物理量を持つ．また，粒子全体の定数として，表
1にあるパラメータを用いる．提案手法では，これらの
パラメータを調整することで，異なる物理特性が扱える．
ヤング率 E0とポアソン比 は，弾性係数であるラメ
定数の初期値 0，0 の計算に用いる．
0 =
E0
2(1 + )
(17)
0 =
E0
(1 + )(1  2) : (18)
なお，0は剛性率とも呼ばれる．E0を大きい値にする
と物体のひずみが小さくなり，形状を保ちやすくなる．
Harding係数  はステップごとのラメ定数 n，n の
計算に用いる．
n = 0e(1 JPp) (19)
n = 0e(1 JPp): (20)
表 1: 実験で用いたパラメータ
パラメータ名 表記 値
Harding係数  10
ヤング率 (Pa) E0 1:4 105
ポアソン比  0.2
Critical Compression c 2:5 10 2
Critical Stretch s 5:0 10 3
h図 2: 粒子から格子点への物理量の分配の模式図．
n，nは式 (25)で応力を計算する際に用いる値である．
よって，が高いと，応力が大きくなり塑性変形が早く
現れるようになる．
Critical Stretch s と Critical Compression c は粒子の
変形勾配テンソルをクランプする際に用いる値で，sを
小さい値にすると，流体のような挙動を見せる．また，
c を小さい値にすると，剛体のような挙動を見せる．
3.3 重み関数
粒子と格子点との物理量の分配には，それら 2点間の
距離に依存する重み関数を用いる．図 2に物理量の分配
の模式図を示す．粒子と格子点との距離が近いほど，大
きな値が分配されるようになっている．図では，矢印の
太さで距離に依存する重みを示している．MPMにおい
て，粒子と格子点との分配に使われる重み関数は様々あ
るが，本研究では Steffenら [8]が用いた，式 (21)で定
義される 3次 Bスプライン曲線の積Nhi (xnp )を用いる．
Nhi (x
n
p ) = N(
1
h
(xp ih))N( 1
h
(yp jh))N( 1
h
(zp kh)):
(21)
ここで xnp = (xp; yp; zp)である．1次元方向の重み関数
N(x)は
N(x) =
8<:
1
2 jxj3   x2 + 23 0  jxj < 1 16 jxj3 + x2   2jxj+ 43 1  jxj < 2;
0 otherwise
(22)
で与えられる．計算された Nhi (xp) をシミュレーショ
ンで用いる重み wnip とする．また，重みの方向微分は
rwnip = rNhi (xnp )である．1次元方向の重み関数N(x)
の導関数N 0(x)は
N 0(x) =
8<:
2
3 jxjx  2x 0  jxj < 1 12 jxjx+ 2x  2 xjxj 1  jxj < 2;
0 otherwise
(23)
で与えられる．よって，重みの方向微分は
rwnip = rNhi (xnp ) =
0@ N 0(x)N(y)N(z)=hN(x)N 0(y)N(z)=h
N(x)N(y)N 0(z)=h
1A ; (24)
となる．
従来のMPM[1]の重み関数は線形関数であるが，その
場合，格子点の質量が小さくなってしまい，応力が不連
続に変化してしまうという問題点が指摘されている [9]．
図 3: 粒子から格子点への物理量の分配に用いる重み関
数N(x)(左)と，その導関数N 0(x)のグラフ (右)．
一方，本研究で用いた重み関数N(x)のグラフは図 3の
ようになっており，重みの値が切り替わる条件を滑らか
につないでいるのがわかる．
3.4 応力テンソル
応力テンソル p について述べる．本研究では Stom-
akhinらの MPMに関する技術レポート [10]に基づき，
p は
p =
2n
Jnp
(F nEp  RnEp)(F nEp)T +
n
Jnp
(JnEp   1)JnEpI;
(25)
と与えた．ここで，n，n は 3.2で述べたラメ定数で
ある．また，Jnp = detF np ，JnEp = detF nEp である．な
お，式 (5)で V np = Jnp V 0p なので，式 (25)にある Jnp は
打ち消され，粒子の体積 V np は更新の必要がない．
式 (25)の粒子の変形勾配テンソル F np に関して，弾
塑性有限変形理論 [11]に基づき，F np を乗算分解すると
F np = F
n
EpF
n
Pp; (26)
となり，変形勾配テンソルを弾性変形勾配テンソルF nEp
と塑性変形勾配テンソルF nPpに分解できる．また，F nEp
を極分解すると
F nEp = R
n
EpS
n
Ep; (27)
となり，弾性変形勾配テンソルを剛体回転RnEp とスト
レッチテンソル SnEp に分解できる．
3.5 衝突判定処理
粒子や格子点がオブジェクトに衝突したときの処理を
述べる．まずMPMにおいて，粒子同士の衝突判定は行
わない．これは格子を用いることで，自動的に粒子群の
形状が保たれ，衝突処理を行ったに等しいためである．
粒子または格子点とオブジェクトとの衝突検知は，位
置の比較で行われる．粒子または格子点の位置 xとオ
ブジェクトの位置 xI との符号付き距離を とすると，
  0 の時，衝突が検知される． を用いると，衝突
した点でのオブジェクトの法線ベクトルが n = rと
なる．粒子または格子点とオブジェクトとの相対速度
を vrel = v   vco とする．vrel と nとの内積 vn をと
り，vnが正の時は，衝突処理は行わない．vnが負の時
は，相対速度から法線方向を取り除き，滑り方向の速度
vt = vrel   nvn を計算する．滑り方向の速度が，最大
静止摩擦係数 から導かれる速さ  vn を超えない場
合は，粘度の高い雪として扱い，衝突後の粒子または格
子点の速度を v = 0とする．超えた場合は，相対速度
を vrel = vt + vnvt=jvtjと更新して，衝突後の粒子ま
たは格子点の速度を v = vrel + vco とする．
3.6 変形勾配テンソルの更新
粒子の変形勾配テンソル F np の更新について述べる．
はじめに，弾性変形勾配テンソル F^ n+1Ep と塑性変形勾配
テンソル F^ n+1Pp を次のように定義する.
F^ n+1Ep = (I +trvn+1p )F nEp (28)
F^ n+1Pp = F
n
Pp: (29)
また，式 (11)と式 (26)から
F n+1p = (I +trvn+1p )F nEpF nPp = F^ n+1Ep F^ n+1Pp ; (30)
と表せる．式 (30)から，各変形勾配テンソルは F nEpか
ら構成できることがわかる．
次に弾性変形勾配テンソルの要素の中で，シミュレー
ションにおけるしきい値を超えたものをクランプする．
F^ n+1Ep を特異値分解すると，
F^ n+1Ep = Up^pV
T
p ; (31)
となる．この ^p をパラメータ Critical Compression c
と Critical Stretch s でクランプする．
p = clamp(^p; [1  c; 1 + s]): (32)
クランプ後のpを用いて，各変形勾配テンソルを再構
成すると，F n+1Ep ，F n+1Pp ，F n+1p はそれぞれ次のように
なる．
F n+1Ep = UppV
T
p (33)
F n+1Pp = Vp
 1
p U
T
p F
n+1
Ep (34)
F n+1p = F
n+1
Ep F
n+1
Pp : (35)
3.7 風の物理シミュレーション
SPH による風の物理シミュレーションについて述べ
る．この処理はMPMの処理中に行われる．よって，時
間幅やステップ数は同じ値を持つ．物理シミュレーショ
ンの概要は次に示す通りである．また，フローチャート
を図 4に示す．
1. 風粒子の配置，各パラメータを設定する．(初回のみ)
風粒子の質量mi，定常密度 0，圧力係数 k，粘性
係数 ，速度増分上限 vmax，体積 V，カーネル関
数Wij の係数，有効半径 hの設定を行う．
2. 密度と圧力の計算を行う．
添字が iの風粒子の密度 ni は
ni =
X
j
mjWij ; (36)
で与えられる．ここで，i 6= j である．圧力 Pni は
Pni = (
n
i   0)k; (37)
で与えられる．
a
n
i
                    と
初期化
初回？
衝突判定
の計算
の計算
の出力
の計算
圧力項と粘性項の計算
v
n+1
i
v
n+1
i
ρn
i
Pn
i
Yes
No
図 4: 風の物理シミュレーションのフローチャート．
3. 圧力項と粘性項の計算を行う．
ナビエ・ストークス方程式における，圧力項による
力 fnpiと，粘性項による力 fnviを計算する．fnpi，fnvi
は，それぞれ
fnpi =  
1
2
X
j
mj(P
n
i + P
n
j )=
n
jrWij ; (38)
fnvi = 
X
j
mj(v
n
j   vni )=njrWij ; (39)
で与えられる．ここで rWij はカーネル関数の方
向微分である．よって，風粒子の力 fni は
fni = f
n
pi + f
n
vi; (40)
と計算される．
4. 加速度の計算を行う．
風粒子の加速度 ani は
ani = f
n
i =mi; (41)
と与えられる．ただし，ani tが vmax を超えてい
た場合，ani は ani = vmax=(fni =mi)と修正される．
風粒子の速度 vni は
vn+1i = (a
n
i + g)t; (42)
と更新される．
5. 風粒子の衝突判定を行う．
風粒子とオブジェクトとの衝突判定を行い，vn+1i
を更新する．風粒子とオブジェクトとの衝突判定は，
3.5で述べた手法を用いている．しかし，シミュレー
ション領域の境界との衝突判定は行っていない．境
界を超えた場合は，風粒子の位置を，超えた境界と
反対の位置とすることで，風粒子が領域内を流れ続
けるようにしている．
6. 風粒子の速度をMPMに返す．
風粒子の速度 vn+1i を返す．vn+1i を用いて，MPM
の処理で用いる風による力を計算する．
4 実験
風の影響下での雪玉の落下のシミュレーションを行
った．
4.1 シーン内容
シーンAには，左向きに流れる風粒子を配置し，MPM
の雪の物理シミュレーションに，外力として風の物理シ
ミュレーションの結果を作用させる．一方，シーン Bに
は風粒子は配置せず，MPMの雪の物理シミュレーショ
ンに，左向きの一様な外力を作用させる．また，両方
のシーン中央には，オブジェクトを配置し，雪玉の初
期状態は同じである．実験で用いたシーンの構成は表
2の通りである．物理シミュレーションの時間幅tは
t = 5:0 10 5 とした．
4.2 結果，考察
提案手法による物理シミュレーションの結果と，シー
ン全域に一様な外力を作用させた結果を図 5に示す．な
お，シーン A中の緑色の粒子が風粒子である．シーン
Aでは，雪玉がオブジェクトに衝突後，左側の雪はその
まま滑り落ちている．右側の雪は，風の影響で左側の雪
に比べて，滑り落ちるのが遅くなっているのがわかる．
シーン Bでは，右側は，シーン Aと同じような挙動を
しているが，左側の雪は，不自然に流れてしまっている．
これは，本来中央のオブジェクトで遮られて，無くなる
べき外力が作用しているからである．また，両方のシー
ンに共通する事象として，オブジェクト先端付近で，雪
が不自然な空洞を作っている．これは，計算時間短縮の
ため，シーン全体を小さくしたのが原因だと考えられる．
また，粒子間の隙間が大きいのも，シーン全体を小さく
したためである．
表 2: シーン構成
シーン 粒子数 格子サイズ 風粒子数
A 2638 30 30 30 2000
B 2638 30 30 30 0
図 5: シーン Aとシーン Bの結果．
5 まとめ
MPMによる雪の物理シミュレーションの中で，SPH
による風の物理シミュレーションを行うことで，風の影
響下にある雪のアニメーションが生成できた．また，風
を遮るようなオブジェクトがあるシーンでは，シーン全
体に一様な外力を加えた結果と比較して，自然なアニ
メーションを生成できた．今後の課題として，風の物理
シミュレーションに用いる手法を SPH以外のものも採
用し，よりリアルなアニメーションが生成できるかを検
討する．
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